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1. Motivatie

Am dorit sa urmez un doctorat in matematica si consider ca este o alegere
valoroasa, deoarece, in calitate de doctorand in matematica, am fost implicata
in cercetari de ultima generatie si a fost o provocare sa aduc idei noi, tehnici si
metode la ceea ce este deja cunoscut. Am intéalnit probleme si intrebari com-
plexe si a trebuit sa dezvolt propriile metode pentru a le aborda. Pe masura
ce am devenit mai implicata in cercetarea matematica, am dezvoltat, de aseme-
nea, abilitatile mele de comunicare, deoarece a fost necesar sa-mi transmit ideile
altor cercetatori in domeniu. Acest lucru a reprezentat o provocare in timpul
prezentarilor proiectelor de cercetare, a rapoartelor, a sesiunilor de comunicare
matematica, a conferintelor sau simpozioanelor, precum si in discutiile cu colegii
din domeniul matematicii.

Am ales aceasta specializare ca o continuare a formarii mele profesionale,
deoarece sunt profesor de matematica la Colegiul National Pedagogic ,,Constantin
Bratescu” Constanta, am 26 de ani de experienta in domeniul educatiei.

In timpul formérii mele doctorale, am prezentat urméatoarele lucriri la
conferinte indexate ISI:

1)Am participat la a 8-a Conferinta Internationala Euro-Asiatica despre Stiintele
Matematice si Aplicatii, desfasurata la Baku, Azerbaijan, prezentand lucrarea
”Some remarks on difference linear equations of degree n” (,,Cateva observatii
privind ecuatiile liniare de diferente de gradul n”) in perioada 27-30 august 2019,
http://www.iecmsa.org/organize /2019 , http://www.iecmsa.org/2019/, publicat
in Mathematical Methods in the Applied Sciences, DOI: 10.1002/mma.6257,
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.1002/mma.6257

2) Am participat la Conferinta Internationala de la Prishtina, KOSOVO, in
2021, prezentand lucrarea ”Equations with quaternions” (,,Ecuatii cu cuater-
nioni”) in perioada 11-12 iunie,
http://fwbema2021.ilirias.com/

3) Am participat la cea de-a 10-a Conferinta Internationala Euro-Asiatica de-
spre Stiintele Matematice si Aplicatii, desfasurata in Sakarya, Turcia (IECMSA-
2021), prezentand lucrarea ” Equations with quaternions and octonions” (,,Ecuatii
cu cuaternioni si octoni”) in perioada 25-27 august 2021.
http://www.iecmsa.org/program/,
https://us02web.zoom.us/j/2830171452success

4) Am participat la cea de-a 11-a Conferinta Internationala Euro-Asiatica de-
spre Stiintele Matematice si Aplicatii, desfasurata la Istanbul, Turcia (IECMSA-
2022), prezentand lucrarea ” Quaternions Quadratic Equation” (,, Ecuatie patratica
cu cuaternioni”) in perioada 29 august - 1 septembrie 2022.
http://www.iecmsa.org/
e-mail: conference@iecmsa.org



http://www.iecmsa.org/program /

Am participat si la urmatoarele evenimente stiintifice:

1) IMCS-55 - A cincea Conferinta a Societatii Matematice a Republicii Moldova
dedicata aniversarii a 55 de ani de la infiintarea Institutului de Matematica
si Informatica ”Vladimir Andrunachievici”, 28 septembrie - 1 octombrie 2019,
Chisinau, unde am prezentat lucrarea: ”Some remarks regarding Fibonacci and
Lucas numbers” (,,Cateva observatii privind numerele Fibonacci si Lucas”),
http://www.math.md/imesb5/index.htm

2) Simpozionul International Probleme Actuale de Matematica si Informatica
Tum, Chisinau, Republica Moldova, 27-28 noiembrie 2020, unde am prezentat
lucrarea: ” Applications of some special number sequences and quaternion ele-
ments using Fibonacci and Lucas elements” (,, Aplicatii ale unor serii speciale de
numere si elemente quaternionice folosind elemente Fibonacci si Lucas”)
https://utm.md/wp-content /uploads/2020/11/Programme-SIPAMI-2020.pdf

3) Sesiunea de Comunicari Matematice, Constanta, 5 decembrie 2020.
unde am prezentat lucrarea: ”Recurrence relations. Applications in cryptogra-
phy” (,Relatii de recurenta. Aplicatii in criptografie”),
https://fmi.univ-ovidius.ro/wp-content /uploads/2020/anunturi/main/scm-sectb.pdf
https://fmi.univ-ovidius.ro/sesiunea-de-comunicari-matematice-2020/

4) Sesiunea de Comunicari Matematice, Constanta, 11 decembrie 2021, unde
am prezentat lucrarea: ”Solving Equations over Quaternions and Octonions”
(" Rezolvarea ecuatiilor cuaternionilor si octonionilor”),
https://fmi.univ-ovidius.ro/sesiunea-de-comunicari-matematice-2021/

5)Am participat la Conferinta Internationala RESTART4EDU: ,, Oportunitati
academice de predare si invatare” (editia I), cu numarul 2020-1-RO01-KA226-
HE-095772, finantata de Programul Erasmus Plus. Conferinta a avut loc in
Constanta in perioada 27-28 aprilie 2023, unde am prezentat un articol intitulat
, The Romanian undergraduate students’ perspective on project-based learning”
(,,Perspectiva studentilor roméni asupra invatarii bazate pe proiect”). Acest ar-
ticol a fost publicat in Revista de Psihologie ”Black Sea” , Vol. 14, Nr. 1, 45-52,
Spring, 2023 ISSN: 2068-4649 www.bspsychology.ro,
https://bspsychology.ro/index.php/BSJoP

Ca student-doctorand la Universitatea Ovidius din Constanta, am primit
o bursa in perioada 1 septembrie 2020 - 31 august 2021, in cadrul proiectului
»Excelenta academica si valori antreprenoriale - sistem de burse pentru asigurarea
oportunitatilor de formare si dezvoltare a competentelor antreprenoriale ale doc-
toranzilor si postdoctoranzilor” (ANTREPRENORDOC) (” Academic Excellence
and Entrepreneurial Values - a scholarship system for providing opportunities to
develop the entrepreneurial skills of PhD and postdoctoral students”), project
code POCU/380/6/13/123847/25.05.2019, SMIS code: 123847.”

Prin intermediul acestei burse, am obtinut urmatoarele rezultate:
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1) Am participat la Conferinta Internationala ,,Global Economy Under Cri-
sis”, organizata de Facultatea de Economie a Universitatii Ovidius din Constanta,
in perioada 10-11 decembrie 2020, unde a fost publicat articolul intitulat " Math-
ematics and the Prestige of the School Unit” (, Matematica si Prestigiul Unitatii
Scolare”)
http://stec.univ-ovidius.ro/conferinte-detalii /the-international-conference-global-
economy-under-crisis-9th-edition-december-10th-11th-2020

2) Am participat la cea de-a 37-a Conferinta IBIMA desfasurata in perioada
1-2 aprilie 2021 in Cordoba, Spania, unde articolul meu intitulat ,Managers In-
volved In The Development Of Educational Institutions” (,Manageri implicati
in dezvoltarea institutiilor educationale”) a fost publicat in lucrarile conferintei
(ISBN: 978-0-9998551-6-4, publicat in SUA)
https://ibima.org/accepted-paper /managers-involved-in-the-development-of-
educational-institutions/

3) Am pregatit Planul de Afaceri pentru infiintarea Centrului Educational
7 After School and Before School FIBONACCI”.

4) Am participat la Conferinta ,, European Integration - Realities and Perspec-
tives” (EIRP 2021) (,Integrare Europeana - Realitati si Perspective”), Galati,
Romania, in perioada 14-15 mai 2021, cu prezentarea intitulata ”Equations in
algebras obtained by the Cayley-Dickson process” (,,Ecuatii in algebre obtinute
prin procedeul Cayley-Dickson”)
https://zoom.us/j/919182632817pwd=dkIMWGxJYUxVYlpwQ1llpYml He3gvUT09

5) Am participat la Conferinta ,, European Integration - Realities and Perspec-
tives” (EIRP 2021) (,Integrare Europeana - Realitati si Perspective”), Galati,
Romania, in perioada 14-15 mai 2021, cu prezentarea intitulata ”Some solutions
of the equation 2% + az + b = 0 with elements of type quaternion Fibonacci.”
(,Cateva solutii ale ecuatiei 22 + ax + b = 0 cu elemente de tip quaternioni Fi-
bonacci.”)
https://zoom.us/j/919182632817pwd=dkIMWGxJYUxVYlpwQ1lpYml He3gvUT09

6) Am participat la Conferinta Stiintifica a Scolilor Doctorale SCDS-UDJG,
,Perspectives and Challenges in Doctoral Research” (,,Perspective si Provocari
in Cercetarea Doctorala”), Editia a IX-a, la Universitatea Dunarea de Jos din
Galati, in perioada 10-11 iunie 2021, cu o prezentare si un poster intitulate ” Equa-
tions with Quaternions” (,Ecuatii cu Cuaternioni”).
http://www.cssd-udjg.ugal.ro/index.php/abstracts-2022
http://www.cssd-udjg.ugal.ro/index.php/programme-21

Ca student-doctorand, am beneficiat de o ,Bursa de Excelenta pentru Cercetare”
in perioada iulie-septembrie 2021, de la Scoala Doctorala a Universitatii Ovidius

din Constanta.

Unul dintre aspectele satisfacatoare ale experientei mele academice a fost
oportunitatea de a contribui la cunostintele existente prin cercetare. Sunt mandra
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sa fiu autorul mai multor articole publicate care reflecta devotamentul si munca
mea sustinuta. Aceste articole nu doar reprezinta rezultatul a numeroase ore de
cercetare si analiza, ci si demonstreaza evolutia mea ca cercetator. Ele servesc
drept repere semnificative in cariera mea academica:

1) Am colaborat la redactarea unui capitol de carte: Cristina Flaut, Diana
Savin, Geanina Zaharia, Some applications of Fibonacci and Lucas numbers,
( ,Cateva aplicatii ale numerelor Fibonacci si Lucas”) in C. Flaut, S. Hoskova-
Mayerova, F. Maturo, capitol de carte in cadrul publicatie Springer: Algorithms
as a foundation for modern applied Mathematics,(,, Algoritmi ca baza pentru
matematica aplicata moderna”) Springer, 2020, 119-130
https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-3-030-61334-15
https : //arziv.org/abs/1911.06863

In acest capitol, prezentam noi aplicatii ale numerelor Fibonacci si Lucas.
Descoperim structuri algebrice pe anumite multimi definite cu aceste numere.
Generalizam conceptul de numere Fibonacci si Lucas prin utilizarea unei relatii
binare arbitrare peste campurile reale, in loc sa ne bazam pe adunarea numerelor
reale, si dezvoltam proprietati pentru secventele nou obtinute. Mai mult, prin
utilizarea relatiilor dintre numerele Fibonacci si Lucas, propunem o metoda de
gasire a unor exemple noi de algebre de quaternioni cu diviziune si prezentam noi
proprietati ale acestor elemente.

2) Dupa participarea la a 8-a ,International Eurasian Conference on Math-
ematical Sciences And Applications” (Conferinta Internationala Eurasiatica de
Stiinte Matematice si Aplicatii) din Baku, Azerbaijan, unde am prezentat lu-
crarea intitulata ”Some Remarks Regarding Difference Equations of Degree n”
(,Cateva Observatii cu Privire la Ecuatiile Diferentiale de Gradul n”), in perioada
27-30 august 2019. Site-ul conferintei poate fi gasit la:
http://www.iecmsa.org/organize/2019 and http://www.iecmsa.org/2019/, a fost
publicata lucrarea imbunatatita in revista Mathematical Methods in the Applied
Sciences, autorii fiind Cristina Flaut, Diana Savin, Geanina Zaharia, cu titlul
”Properties and applications of some special integer number sequences” (”Pro-
prietati si aplicatii ale unor secvente speciale de numere intregi”), 44(2021), 7442-
7454; DOI: 10.1002/mma.6257. Articolul integral poate fi accesat la:
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/full/10.1002/mma.6257.

Articolul a fost premiat in cadrul programului PN-III-P1-1.1-PRECISI-2021-
56202, pozitia 1140 in lista din zona rosie, in luna septembrie 2021: https:
//bit.1ly/43Mn61R

In acest articol, prezentam caracteristicile si aplicatiile unor secvente speciale de
numere intregi. Extindem si furnizam mai multe proprietati ale perioadei Pisano.
In plus, oferim o noua aplicatie in domeniul criptografiei si discutam utilizarile
elementelor cu quaternioni.

3) In cadrul proiectului ANTREPRENORDOC, am dezvoltat articolul intit-


https://bit.ly/43Mn61R
https://bit.ly/43Mn61R

ulat ”Remarks Regarding Computational Aspects in Algebras Obtained by Cay-
ley—Dickson Process and Some of Their Applications” (,,Consideratii cu privire la
Aspectele Computationale in Algebrele Obtinute prin Procedeul Cayley—Dickson
si Unele dintre Aplicatiile Lor”), publicat in revista Mathematics in 2022, volu-
mul 10, paginile 1141. https://doi.org/10.3390/math10071141. Cu toate ca pub-
licarea a avut loc dupa incheierea grantului, taxa de publicare a fost acoperita de
Scoala Doctorala. In articol sunt prezentate mai multe identitati si proprietati
noi in algebrele obtinute prin procedeul Cayley-Dickson. Ca o alta observatie
privind aspectele computationale in aceste algebre, in ultima parte a acestui ar-
ticol, rezolvam ecuatii patratice in algebra quaternionilor reali cand coeficientii
sunt elemente speciale. Acesti coeficienti speciali ne-au permis sa rezolvam ecuatii
patratice interesante, oferind solutii directe fara a fi nevoie de software specializat.

4) In 2023, am depus articolul intitulat ”A Method for Solving Quadratic
Equations in Real Quaternion Algebra by using Scilab software” (,O metoda de
rezolvare a ecuatiilor patratice in algebra quaternionilor reali folosind software-ul
Scilab”)acceptat pentru publicare in revista Italian Journal of Pure and Applied
Mathematics (IJPAM-2023-76 este numarul de referinta al manuscrisului). Arti-
colul a fost de asemenea postat pe arXiv la: https://arxiv.org/abs/2304.08930
Articolul prezinta aplicatii numerice ale ecuatiei patratice cu coeficienti quater-
nioni, concentrandu-se pe algebra quaternionilor reali cu coeficienti parametrizati,
denumita H(c«, ). Valorile specifice ale lui « si 8 determina proprietatile si struc-
tura algebrei de quaternioni. Este introdus un nou algoritm numeric pentru re-
zolvarea ecuatiei 22 +ax +b = 0 in algebra H(a, 8). Algoritmul este dezvoltat pe
baza metodelor bine-cunoscute de rezolvare si utilizeaza software-ul Scilab pen-
tru calcul numeric. Sunt evidentiate avantajele utilizarii Scilab pentru rezolvarea
ecuatiilor cu quaternioni. Articolul introduce un nou algoritm numeric pentru
rezolvarea ecuatiilor patratice cu coeficienti quaternioni in algebra H(a, ).

2. Starea actuala a cercetarilor in domeniul nu-
merelor Fibonacci si criptografiei

In ultima perioada, In mai multe lucrari, au fost prezentate noi proprietati si
aplicatii ale unor secvente de numere intregi, in special in domeniul Criptografiei
si Teoriei Codurilor, cum ar fi secventele Fibonacci, secventele Lucas, secventele
Pell, secventele p—Fibonacci, secventele Tribonacci, etc.( vezi [F1; 19], [HKN;
12], [Ko, Oz, Si; 17], [Me; 99|, [Re; 13], [St; 06], [St; 07], etc.) Am studiat
literatura de specialitate pentru a observa in ce directii au mers cercetatorii si
pentru a identifica noi orizonturi pe care le pot explora. Utilizand aceste lucrari,
prezentam rezultatele noastre proprii: mai multe aplicatii ale secventelor speciale
de numere intregi in subsectiunea 3.1. Extindem conceptul de numere Fibonacci
prin utilizarea inmultirii arbitrare in cadrul campurilor numerelor reale, in loc
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de adunarea numerelor reale, si furnizam proprietati ale secventelor derivate prin
aceasta abordare. Rezultatele noastre proprii sunt prezentate in subsectiunea 4.1.
In plus, generalizam si furnizam cateva proprietati ale perioadei Pisano; rezul-
tatele noastre proprii sunt prezentate in subsectiunea 3.3. Mai mult, oferim doua
aplicatii in criptografie; rezultatele noastre proprii sunt prezentate in subsectiunea
3.4

Sir W. R. Hamilton a fost un matematician si fizician irlandez care a adus
contributii semnificative in domeniul matematicii, in special in algebra si geome-
trie. La jumatatea secolului al XIX-lea, el a investigat conceptul de quaternioni,
care sunt un tip de numere complexe extinse, avand patru componente reale.
Munca lui Hamilton asupra quaternionilor l-a condus sa descopere si quaternionii
complecsi. Aproximativ un secol dupa descoperirea lui Hamilton, A. F. Horadam
a introdus conceptul de numere complexe Fibonacci si quaternioni Fibonacci.
Aceste dezvoltari au inspirat multi cercetatori sa aduca contributii ulterioare in
domeniul matematicii.

Intr-o publicatie din 2008 ([Cr, Hr; 08]), autorii evidentiaza rolul crucial
jucat de Raportul de Aur in fizica moderna, in special in fizica atomica, si in teo-
ria probabilitatilor, cu conexiunea sa la numerele Fibonacci. Articolul exploreaza
semnificatia proportiei de Aur in geometrie si aplicatiile sale in diverse domenii,
inclusiv in natura, muzica, arta si fizica. De asemenea, prezinta o versiune com-
plexa a Raportului de Aur si studiaza proprietatile acestuia. Stabileste conexiuni
intre structurile numarului de aur si metricile Riemanniene, un obiect geometric
crucial in studiu.

Am cercetat acest material pentru propriul meu rezultat (Remarca 4.1.7.) din
subsectiunea 4.1.

Intr-o publicatie din 2013 ([F1, Sh; 13]), autorii au investigat proprietatile
quaternionilor Fibonacci generalizati si quaternionilor Fibonacci-Narayana. Acesti
quaternioni sunt extensii ale secventelor standard Fibonacci si Narayana si au fost
studiati pentru potentialele lor aplicatii in diverse domenii, cum ar fi matemat-
ica, informatica si ingineria. Autorii au prezentat o analiza detaliata a caracter-
isticilor acestor quaternioni generalizati, inclusiv definitiile lor, relatiile cu alte
concepte matematice si modurile in care pot fi manipulate si utilizate. Aceasta
cercetare ofera perspective valoroase asupra proprietatilor si utilizarilor potentiale
ale quaternionilor Fibonacci generalizati si quaternionilor Fibonacci-Narayana.

Intr-o serie de publicatii, autorii au studiat pe larg quaternionii Fibonacci
generalizati, quaternionii Fibonacci-Narayana si quaternionii Fibonacci complecsi.
Multe dintre aceste rezultate sunt prezentate in subsectiunile 2.5. si 2.6.

Intr-o publicatie din 2016 ([ET, SY, MS; 16]), autorii au introdus con-
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ceptul de quaternioni Lucas bi-periodici, care generalizeaza quaternionii Lucas
standard. Ei au furnizat functia generata si formula Binet pentru acesti quater-
nioni, stabilind relatia dintre quaternionii Fibonacci bi-periodici si quaternionii
Lucas bi-periodici. Multe dintre aceste rezultate sunt prezentate in subsectiunile
2.7.,4.1. si 4.2.

Intr-o publicatie din 2019 ([FSZ; 19]), autorii prezinta diverse aplicatii
ale numerelor Fibonacci si Lucas in structuri algebrice si algebre cu quaternioni.
Ei exploreaza structuri algebrice definite folosind numerele Lucas si Fibonacci
prin utilizarea unei relatii binare arbitrara peste campul real in locul operatiei
traditionale de adunare. Aceast material aduce la lumina proprietati si relatii ale
noilor secvente generate ca rezultat al acestei generalizari. Numerele Fibonacci
si Lucas sunt folosite pentru a gasi exemple noi de algebre cu quaternioni si pen-
tru a prezenta proprietati noi ale acestor elemente matematice. Sunt oferite noi
aplicatii ale acestor secvente prin studierea structurilor algebrice si a relatiilor. Se
prezinta informatii preliminare noi despre numerele Fibonacci si Lucas, inclusiv
definitiile si proprietatile lor de baza. Sunt mentionate formule cunoscute, cum
ar fi formula lui Binet pentru secventele Fibonacci si Lucas. Sunt descrise pro-
prietatile numerelor Fibonacci-Lucas generalizate, ale algebrelor cu quaternioni
si ale diverselor ecuatii algebrice care implica numere Fibonacci si Lucas. Au-
torii furnizeaza demonstratii si explicatii pentru fiecare rezultat. Se mentioneaza
posibilitatea aplicarii unor abordari similare la secvente de tip Fibonacci, si se
introduce o ecuatie de diferenta de gradul doi. Autorii evidentiaza, de aseme-
nea, conexiunea dintre secventa Fibonacci si raportul de aur. Sunt explorate
noi aplicatii ale numerelor Fibonacci si Lucas in structuri algebrice si algebre
quaternionice , furnizand intelegerea proprietatilor si relatiilor acestor numere si
prezentand rezultate noi in domeniu, in subsectiunile 2.7. si 4.1.

Intr-o publicatie din 2020 ([FLSZ; 20]), autorii au prezentat o aplicatie
in criptografie care utilizeaza relatii de recurenta asemanatoare cu secventa Fi-
bonacci. De asemenea, au introdus o noua perspectiva asupra perioadei Pisano
si a proprietatilor sale. In explorarea algebrelor derivate din procedeul Cayley-
Dickson, determinarea daca o algebra este cu diviziune sau nu are o importanta
semnificativa. Mai mult, daca o algebra este cu diviziune, este interesant sa ve-
dem daca putem gasi substructuri care poseda anumite proprietati importante
pentru diverse aplicatii, cum ar fi criptografia, teoria codurilor, etc.

Rezultatele proprii din aceasta publicatie pot fi identificate in subsectiunile
2.1.,3.1.,3.2.,3.3., 4.2.

Intr-o publicatie din 2022 ([FZ; 22]) care exploreaza algebrele cu diviziune
prin procedeul Cayley-Dickson, intampina provocari in obtinerea proprietatilor
dorite din cauza complexitatilor computationale. Prin urmare, descoperirea de
identitati in aceste algebre devine semnificativa, ajutand la dobandirea de noi
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proprietati si facilitand calculul. In acest sens, studiul introduce mai multe iden-
titati si proprietati noi in algebrele derivate prin procedeul Cayley-Dickson. In
plus, atunci cand anumite elemente servesc drept coeficienti, ecuatiile patratice
in algebra cu quaternioni reala cu diviziune pot fi rezolvate, demonstrand capac-
itatea autorilor de a oferi solutii directe fara a depinde de software specializat.

Rezultatele proprii din acest articol pot fi gasite in subsectiunile 2.9., 3.4. si
5.1..

In 2023, in ([ZM; 23]), autorii abordeazi o metodi inovatoare pentru re-
zolvarea ecuatiilor patratice in algebra reala cu quaternioni. Metoda prezentata
in articol se concentreaza pe identificarea solutiilor la ecuatiile patratice in algebra
reala de quaternioni cu diviziune. Autorii dezvolta un algoritm specific pentru
obtinerea solutiilor intr-un mod precis si eficient, folosind software-ul Scilab, care
ofera o abordare practica si aplicata pentru rezolvarea acestor ecuatii cu quater-
nioni.

Sunt furnizate exemple concrete pentru a ilustra aplicarea practica a algorit-
mului propus.

Articolul subliniaza importanta utilizarii software-ului Scilab in rezolvarea
ecuatiilor patratice in domeniul algebrei reale cu quaternioni. Sunt evidentiate
avantajele acestei metode si contributia valoroasa la cercetarea in matematica
aplicata. In plus, autorii sugereaza posibile extinderi si progrese pentru metoda
propusa deschizand calea pentru investigatii si aplicatii noi in domeniul algebrei
cu quaternioni. Articolul aduce o contributie semnificativa in domeniul matem-
aticii aplicate, oferind cercetatorilor si studentilor interesati de algebra cu quater-
nioni, o metoda eficienta si practica pentru rezolvarea ecuatiilor patratice.

Rezultatele proprii din acest articol pot fi gasite in subsectiunile 5.2., 5.3. si
54..

3. Work structure

In primul rand, dorim sa subliniem faptul ca rezultatele noi si originale ale

acestei teze sunt obtinute din urmatoarele articole sau capitole de carte proprii:
[FSZ; 19], [FLSZ; 20], [FZ; 22], [ZM; 23].

Rezultatele proprii si cele ale colaborarilor mele pot fi gasite in aceasta
teza in Subsectiunea 3.1 (Propozitia 3.1.1, Propozitia 3.1.2, Remarca 3.1.3),
Subsectiunea 3.2 (Propozitia 3.2.1, de la Definitia 3.2.3 la Exemplul 3.2.7, inclu-
siv), toata Subsectiunea 3.3.1, propriul meu Exemplu 3.3.6, Subsectiunea 3.4 (de
la Propozitia 3.4.2 la Remarca 3.4.7, inclusiv), intreaga Subsectiune 4.1 (de la Ex-
emplul 4.1.1 la Remarca 4.1.9, inclusiv), Subsectiunea 4.2 (de la Propozitia 4.2.4
la Propozitia 4.2.12; inclusiv), Subsectiunea 5.1 (de la Remarca 5.1.2 la Propozitia
5.1.10, inclusiv), intreaga Subsectiune 5.2 (de la Propozitia 5.2.1 la Corolarul
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5.2.4, inclusiv), Subsectiunea 5.3 (Codul sursa al algoritmului), Subsectiunea 5.4
(toate exemplele de la 5.4.1 la 5.4.11, inclusiv).

Teza mea de doctorat este structurata in sase capitole. In primul capitol,
am prezentat motivatia care m-a condus sa urmez acest doctorat in matematica
si am lmpartasit experientele valoroase pe care le-am dobandit in calitate de
student-doctorand. Am furnizat o lista a conferintelor si evenimentelor stiintifice
la care am participat activ si am prezentat lucrari legate de cercetarea mea. Am
oferit o istorie a studiului subiectului, articole pe care le-am studiat pentru a
ma familiariza cu proprietatile, relatiile si aplicatiile acestor ecuatii liniare cu
diferente.

In al doilea capitol, intitulat Preliminarii, exploram conceptele si pro-
prietatile esentiale necesare pentru rezultatele noastre ulterioare. Definim ecuatia
caracteristica si stabilim relatiile de recurenta pentru diverse siruri, inclusiv nu-
merele Fibonacci, Pell, Lucas si Fibonacci-Narayana. In plus, prezentam iden-
titati importante precum identitatea Cassini, identitatea Catalan si identitatea
Vajda. Acest capitol contribuie la intelegerea algebrilor generate de procedeul
Cayley-Dickson si evidentiaza aspectele lor computationale, oferind perspective
asupra proprietatilor si aplicatiilor lor.

Capitolul 3, intitulat Siruri Speciale de Numere fntregz' si Unele dintre
Aplicatiile Lor, ofera o explorare detaliata a sirurilor speciale de numere intregi,
a aplicatiilor lor in teoria codurilor si criptografie, conceptul de perioada Pisano,
procesele de criptare si decriptare folosind ecuatii cu diferente, si studiul alge-
brelor obtinute prin procedeul Cayley-Dickson.

In sectiunea 3.1., se regasesc trei rezultate distincte si originale:

1) In Propozitia 3.1.1, prezint trei relatii intre matricea asociata sirului de
recurenta Dy si matricea Y;. Y; este formata dintr-un singur rand si k coloane,
generate de termenii d; ai aceluiasi sir de recurenta.

2) In Propozitia 3.1.2, folosind aceleasi notatii, pentru relatia de recurenta de
grad n, am identificat trei relatii adevarate.

3) In Remarca 3.1.3, arit ci relatia ii) este o extensie a identitatii Cassini,
si in relatia iii), obtinem relatii pentru numerele Fibonacci alegand k& = 2 si
a1 = 1, respectiv k = 3.

In Sectiunea 3.2, avem urmatoarele rezultate proprii:

1) In Propozitia 3.2.1, am indicat ca sirul generat de d,, atunci cand este
luat modulo m este periodic, si am furnizat si dovada acestei propozitii.

2) In Definitia 3.2.3, am introdus m(m), denumita perioada Pisano, pentru
sirul (d,,). Aceasta reprezinta frecventa cu care sirul (d,,) se repeta modulo m.

3) Remarca 3.2.4 se refera la proprietatile matricei Dy, asociata ecuatiei
cu diferente din (3.1.1), si cum aceasta este legata de perioada Pisano a sirului
(d,,) modulo m.
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Matricea Dy este o matrice specifica asociata ecuatiei cu diferente (3.1.1).
7 (m) reprezinta perioada Pisano a sirului (d,,) atunci cand este luat modulo m.

I} reprezinta matricea identitate de ordin k. Prima ecuatie, Dz(m) = I, mod m,
arata ca matricea Dy ridicata la puterea m (m) este egala cu matricea identitate
I modulo m. A doua ecuatie, ((—1)*™ ¢,)™™ =1 mod m, indica faptul ci ex-
presia ((—1)(k+1) ar,)™™ este congruenta cu 1 modulo m. Ultimele doua ecuatii,
ord ((=1)*™a,) | 7(m), aratd ca ordinul (—1)*™™ a; (adic, cea mai micé

putere pozitiva pentru care (—1)(k+1) ar devine congruenta cu 1 modulo m) tre-
buie sa fie un divizor al 7 (m). Acest lucru inseamna ca perioada Pisano 7 (m)
este strans legatd de proprietétile lui (—1)*™ a), modulo m.

4) Teorema 3.2.5 abordeaza mai multe proprietati ale perioadei Pisano
(m(m)) in contextul secventelor generate de ecuatii de recurenta. Aceasta teorema
arata cum se comporta perioada Pisano in diferite situatii, oferind observatii val-
oroase 1n privinta repetitiei valorilor in secventele generate de ecuatii de recurenta:

i) Daca un numar intreg s; este divizibil de un alt numar intreg sq, atunci
perioada Pisano pentru s; (7(sy)) trebuie sa fie un divizor al perioadei Pisano
pentru sy (m(s2)). Cu alte cuvinte, daca o secventa are o perioada mai scurta
atunci cand lucram cu un anumit modulo, atunci aceeasi secventa va avea o
perioada mai lunga atunci cand lucram cu un multiplu al acelui modulo.

ii) Perioada Pisano pentru cel mai mic multiplu comun al doud numere,
s1 si Sg, este egala cu cel mai mic multiplu comun al perioadelor lor individuale
(n(s1) si (52)).

iii) Pentru numere prime ridicate la o putere (p”), perioada Pisano pentru
p" ! este fie egald cu perioada Pisano pentru p”, fie este p ori perioada Pisano
pentru p". Acest lucru depinde de proprietatile matricei asociate ecuatiei de
recurenta.

iv) Daca perioada Pisano pentru p” este diferita de perioada Pisano pentru
p" 1 atunci perioada Pisano pentru p"*! este, de asemenea, diferita de perioada
Pisano pentru p"2. Acest lucru sugereazi ci perioadele Pisano pentru puterile
consecutive ale aceluiasi numar prim sunt legate intr-un mod specific.

v) Daca matricea asociata ecuatiei de recurenta este diagonalizabila, iar
numarul prim p nu divide un anumit coeficient specific al ecuatiei, atunci perioada
Pisano pentru p trebuie sa fie un divizor al lui p — 1. Aceasta proprietate este
legata de proprietatile matricei asociate.

vi) Daca avem o secventa generata de o ecuatie de recurenta cu conditii
initiale specifice, iar toti coeficientii ecuatiei sunt numere impare, atunci perioada
Pisano pentru modulul 2 (7(2)) este egala cu k 4 1, unde k este ordinul ecuatiei
de recurenta.

5) Exemplul 3.2.7. abordeaza diverse situatii legate de calculul perioadei
Pisano (mw(m)) in contextul ecuatiilor de recurenta. Acest exemplu ilustreaza
modul in care perioada Pisano este calculata in diferite cazuri si cum depinde de
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coeficientii ecuatiilor de recurenta, precum si de numarul prim p.

i) Se ia in considerare ecuatia de recurenta cu k = 3 si coeficienti impari
ai, as, asz. Se calculeaza perioada Pisano pentru aceasta ecuatie modulo 2, aratand
can(2)=k+1=4.

ii) Se remarca ca pentru coeficientii pari a;, calculul lui 7(2) devine mai
complicat si depinde de numarul si pozitia coeficientilor pari. Se ofera un exemplu
cu k = 3, unde a; si as sunt impari, iar a, este par. In aceastd situatie, w(2)="T7.

iii) Se ia un exemplu cu coeficienti si p = 3. Valoarea lui 7(3) este calculata
si aratata a fi 6. Apoi, se realizeaza calculul lui 7(9), obtinandu-se, de asemenea,
o valoare de 6. Utilizand Teorema 3.2.5, iii), se concluzioneaza ca m(27) = 18.

iv) Calculele sunt efectuate in Zs, unde p = 5. Sunt luati in considerare
coeficientii a; = 6, ay = —11, si ag = 6. Valoarea lui 7(5) este calculata si aratata
a fi 4.

In Sectiunea 3.3.1 intitulata ” CryptoMatrix”, prezint un rezultat original:

1) Aplicarea ecuatiilor de recurenta in criptografie implica codificarea
mesajelor text folosind matrice derivate dintr-o secventa specifica. Cheia de
criptare este generata pe baza proprietatilor legate de secventa, permitand criptarea
sigura a mesajelor. Procesul de decriptare foloseste aceeasi cheie, facandu-l efi-
cient si sigur, cu perioada Pisano jucand un rol semnificativ in variatia cheii
pentru o securitate sporita.

2) Exemplul 3.3.1. este un rezultat original in care aplic ecuatii de recurenta
in criptografie. Introduc o metoda de criptare bazata pe matrice generate dintr-o
secventa specifica, folosind cheia de criptare (3,2,1,1,1,3). Operatiile matrice
sunt detaliate pentru criptare, care converteste textul simplu ”ABBAAB” in
textul criptat ”"BBAABB.” Exemplul evidentiaza, de asemenea, rolul perioadei
Pisano in variatia cheii pentru o securitate sporita si descrie procesul de decriptare
folosind aceeasi cheie.

3) Exemplul 3.3.2. este un rezultat original care demonstreaza aplicarea
ecuatiilor de recurenta in criptografie. Foloseste o matrice specifica generata
dintr-o secventa data si o cheie de criptare (3,27,4,—5,2,2). Textul simplu
"SUCCESS * %7 este transformat in textul criptat "HDSBSCKVS”. Acest
exemplu evidentiaza complexitatea metodei, unde aceleasi litere pot fi criptate
in caractere distincte, iar caractere diferite pot fi codate ca aceeasi litera, facand
texte criptate dificile de descifrat. Procesul de decriptare foloseste aceeasi cheie
ca si criptarea, iar perioada Pisano (18) joaca un rol semnificativ in determinarea
cheii pentru securitatea datelor.

4) Remarca 3.3.3. subliniaza ca criptosistemul prezentat in aceasta sectiune
este de tip simetric, folosind aceeasi cheie pentru criptare si decriptare. Pentru a
aborda problema securitatii transmiterii cheii, se sugereaza utilizarea de criptosis-
teme hibride, care combina metode simetrice si asimetrice, sau criptarea cheilor
simetrice cu chei de criptare speciale, distribuite printr-un algoritm complex.
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In Sectiunea 3.3.2. intitulata ”CryptoKeyLock”, prezint un rezultat orig-
inal: Exemplul 3.3.6 introduce un concept numit ”secventa completa” si
prezinta o metoda pentru criptarea si decriptarea mesajelor bazata pe aceasta
secventa completa. Pentru a face acest lucru, este utilizata Definitia 3.3.4, in care
"g-complet” este definit, iar Teorema 3.3.5 este, de asemenea, folosita, afirmand
ca secventa de numere intregi pozitive (d,,),,~, generata de ecuatia de recurenta
data in exemplu este g-completa. -

Exemplul 3.3.6 ilustreaza aceasta teorie in contextul criptarii si decriptarii.
In acest exemplu, este folosit un alfabet cu 27 de litere (A, B, C, ..., Z, x), unde
”x” reprezinta un spatiu liber. Mesajul "MATHxISxBEAUTIFUL” este crip-
tat. Mesajul este impartit in blocuri de lungime egala: MATH/xISx/BEAU /TI-
FU/Lxxx. Coeficientii pentru ecuatia diferentiala sunt alesi pentru a genera o
secventa completa, rezultand o cheie de criptare. Fiecare bloc este apoi transfor-
mat intr-un sir de litere criptate folosind aceasta cheie.

Generarea fiecarui bloc criptat urmeaza acesti pasi:

- Coeficientii pentru ecuatia de diferente sunt alesi, iar termenii dj, dgiq, ...,
d, sunt calculati pentru numarul asociat blocului folosind teorema prezentata.

- Se deriva o cheie de criptare, care contine coeficientii ecuatiei de diferente
si lungimea blocului criptat.

- Pentru fiecare bloc, coeficientii ¢;q, ¢ig—1), ---, Cik—1) sunt calculati conform
ecuatiel prezentate.

- Sirul criptat este obtinut pe baza valorilor coeficientilor. Daca un coeficient
este mai mare decat 27 (numarul de litere din alfabet plus spatiul liber), este
convertit Intr-un caracter special in textul criptat.

- Pentru decriptare, cheia corespunzatoare decriptarii pentru fiecare bloc este
folosita pentru a obtine blocurile originale.

Exemplul ofera calcule detaliate pentru blocurile mesajului criptat si procesul
de decriptare, demonstrand functionarea metodei de criptare si decriptare bazata
pe secvente complete.

In Sectiunea 3.4, avem urmatoarele rezultate originale:

1) In Propozitia 3.4.2, sunt stabilite mai multe identitati si relatii pentru
algebrele A; obtinute prin procedeul Cayley-Dickson. Acestea sunt valabile pen-
tru toate algebrele A, obtinute prin acest procedeu, indiferent de caracteristica
corpului K. Demonstratia acestor identitati se bazeaza pe metoda de liniarizare
prezentata in referinta [BH; 01]. Aceastd metoda exprima relatiile date sub forma
unei expresii liniare, luand in considerare transformarile specifice ale elementelor
din aceste algebre.

2) Observatia 3.4.3 explica faptul ca rezultatele mentionate sunt valabile
pentru campuri de caracteristici arbitrare, inclusiv atunci cand charK # 2. Cu
toate acestea, cand charK # 2, demonstratia relatiei (3.4.2) devine mai simpla.

3)in Propozitia 3.4.4 s-a stabilit ca in toate algebrele A; obtinute prin
procedeul Cayley-Dickson, urmatoarea identitate este valabila:
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(™ y,2") = 0;m,n € N;

Demonstrarea acestui rezultat se bazeaza pe proprietatile algebrice ale alge-
brelor A;.

4) In Propozitia 3.4.5, s-a afirmat ca daca avem o algebra A; obtinuta
prin procedeul Cayley-Dickson si elementele z si y satisfac ecuatia urmatoare:
(27 +y7)* =+*n(z)n(y),7 € K- {0}.

Atunci, algebra generata de x si y, notata ca < x,y >, are dimensiunea
1. Aceasta afirmatie a fost demonstrata folosind proprietatile elementelor din
algebra A;.

5) In Propozitia 3.4.6, a fost demonstrat urmitorul aspect: (1) Daca avem

un element a in algebra Ay, si a € A; — K, atunci solutiile in A; ale ecuatiei

2? = a sunt solutiile in K ale urmatorului sistem:

222 —n(z) = ag
2ror: = ani € {1,2,...,20 — 1}

2t—1 2t—1
unde a = > a;ifi;x =Y. xifi,a;,x; € K.
i=0 i=0

(2) Daca a € K, atunci solutiile in A; ale ecuatiei ? = a sunt solutiile in K
ale urmatorului sistem:

212 —n(z) =a
2z0r; = 0,4 € {1,2,...,28 — 1} ~
6) Remark 3.4.7 explica faptul ca daca avem un element a in algebra A;,

acesta poate fi scris ca a = ag + 7, ap € K. Prin urmare, toate elementele b din
A, de forma b =7+ 07d, 7,0 € K, comuti cu a.

In Capitolul 4, intitulat Unele aplicatii ale elementelor speciale definite
peste algebre de cuaternioni, am studiat proprietatile secventelor Fibonacci si Lu-
cas, concentrandu-ma pe numerele Fibonacci si relatiile acestora. Am explorat
proprietatile si aplicatiile acestor secvente speciale de numere intregi, cu accent
special pe algebra de cuaternioni. Am analizat relatiile de recurenta, formulele
Binet, proprietatile modulo, inelele si modulele generate de aceste numere. Am
prezentat diverse proprietati ale acestor secvente speciale de numere intregi.

In Sectiunea 4.1, prezint urmatoarele rezultate originale:

1) Exemplul 4.1.1: Acesta prezinta exemple specifice ale numerelor Fi-
bonacci, inclusiv fig, fi5 si fe0, si observa ca acestea sunt legate de alte numere
Fibonacci mai mici.

2) Proporzitia 4.1.2: Stabileste ca multimea A, definita ca toate numerele
de forma afs,, unde a si n sunt numere intregi, formeaza un ideal in inelul
numerelor intregi.
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3) Propozitia 4.1.3: Aceasta se refera la numerele Fibonacci-Lucas gen-
eralizate si afirma ca o anumita multime care contine aceste numere este, de
asemenea, un ideal in inelul numerelor intregi.

4) Propozitia 4.1.4: Aceasta afirma proprietatile anumitor algebre de cu-
aternioni (algebre bazate pe unitatea imaginara la quaternioni) legate de numerele
Fibonacci si Lucas, cum ar fi faptul ca aceste algebre sunt descompuse peste nu-
merele rationale.

5) Propozitia 4.1.5: Aceasta prezinta secvente Fibonacci definite prin
diferite relatii, folosind o relatie binara * in loc de adunare. Furnizeaza o formula
pentru calculul elementelor acestor secvente si mentioneaza o limita bazata pe
radacinile ecuatiei asociate relatiei *.

6) Propozitia 4.1.6: Aceasta propozitie prezinta proprietati ale unor algebre
de quaternioni specifice (algebre bazate pe unitatea imaginara cu quaternioni)
legate de numerele Fibonacci si Lucas, cum ar fi faptul ca aceste algebre sunt
algebre despartite peste numerele rationale.

7) Remark 4.1.7: Acesta adauga clarificari si observatii suplimentare la
Propozitia 4.1.6.

8) Propozitia 4.1.8: Aceasta propozitie abordeaza proprietatile numerelor
Fibonacci-Lucas generalizate si afirma ca un anumit set care contine aceste nu-
mere este, de asemenea, un ideal in inelul numerelor intregi.

9) Observatia 4.1.9: Aceasta adauga clarificari si observatii suplimentare
la Propozitia 4.1.8

In sectiunea 4.2., prezint urmatoarele rezultate originale:

1) Propozitia 4.2.4: Au fost stabilite urmatoarele relatii: i) Daca [ este un
numar prim, atunci !/ divide a,, doar atunci cand n este un numar par. ii) a, = 1
(mod [?) daca si numai dacd n este un numér impar.

2) Propozitia 4.2.5: S-a dovedit cad multimea M = aag,|n € Nya € Z
formeaza un inel comutativ neunitar cu operatiile de adunare si inmultire.

3) Proporzitia 4.2.6: S-a demonstrat ca multimea M serveste ca un ideal
bilateral in cadrul inelului (Z, +, -), in mod specific, M = [Z.

4) Propozitia 4.2.7: S-a stabilit ca toate numerele l-quaternion sunt in-
versabile in algebra quaternion HZI (—1, —1).

5) Propozitia 4.2.8: S-a aratat ca toate numerele l-quaternion sunt in-
versabile in algebra quaternion HZI" (—1, —1).

6) Propozitia 4.2.9: A fost prezentata o noua relatie: a, + @, 3.9v =
My, (M? — 3) a,43.9%-1, pentru k > 2.

7) Propozitia 4.2.10: S-a demonstrat ca [-cuaternionii satisfac relatiile
A, = Ao

8) Propozitia 4.2.11: S-a demonstrat inversabilitatea ”1-cuaternionilor” in
algebrele cuaternionice.

9) Propozitia 4.2.12.: Au fost cercetate proprietatile ”1-cuaternionilor” in
inele si module cuaternioni, inclusiv relatii specifice intre acestea.
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In Capitolul 5 intitulat Ecuatii peste cuaternioni si octonioni, vom prezenta
formule specifice pentru rezolvarea ecuatiei patratice 2> + bx + ¢ = 0, cu b,c €
H(—1,—1), in diferite cazuri. Am oferit exemple specifice de ecuatii patratice si
solutiile acestora in contextul algebrelor de cuaternioni Fibonacci. Am discutat
despre algebrele cu diviziune si solutiile ecuatiilor de gradul al doilea in algebra
H(e, B). Se explica faptul ca algebra H(«, 3) este o constructie matematica a
caror proprietati depind de valorile alese pentru « si 5. Am furnizat calcule pas
cu pas si formule pentru obtinerea solutiilor ecuatiilor patratice.

In Sectiunea 5.1, prezint urmatoarele rezultate originale:

1) Remarca 5.1.2:

-Am investigat daca A este zero sau nu.

-Am luat in considerare un caz particular cu m=n=3.

-Daca folosim doi cuaternioni, intram in subcazurile 3 si 4 ale Propozitiei 5.1.1.
Pentru a obtine solutiile, trebuie sa gasim radacinile polinomului cubic.

2)Propozitia 5.1.3: Am prezentat solutiile ecuatiei(5.1.11).

3)Propozitia 5.1.4: Am prezentat solutiile ecuatiei (5.1.12).
4) Propozitia 5.1.5: Am prezentat solutiile ecuatiei (5.1.13).
5) Propozitia 5.1.6: Am prezentat solutiile ecuatiei (5.1.19).

In Sectiunea 5.2, prezint urmatoarele rezultate proprii:

1) Propozitia 5.2.1: Prezint solutia ecuatiei monice 22 + bz + ¢ = 0 in
contextul algebrei H(a, 8), unde b si ¢ sunt doi cuaternioni din aceasta algebra.
Acest lucru permite si determinarea valorilor cuaternionilor xy, xo, 3, 24.

2) Corolarele 5.2.2, 5.2.3, 5.2.4: Acestea sunt afirmatii derivate din Teo-
rema 5.1.1.

In sectiunile 5.3 si 5.4, prezentam rezultatele noastre proprii si includem
un algoritm pentru implementarea calculelor si aplicatii numerice, impreuna cu
exemple pentru a ilustra utilizarea practica a formularelor si algoritmului. Oferim
mai multe exemple specifice, ilustrand calculele si solutiile pentru diverse ecuatii
patratice in algebra H(«, ).

Capitolul 6 consta in Concluzii, urmat de Cercetari ulterioare, Lista de publicatit

proprii si 65 Referinte.

Rezultatele noi si originale prezentate de mine in aceasta teza de doctorat au
fost publicate in urmatoarele articole sau capitole de carte: [FSZ; 19], [FLSZ; 20],
[FZ; 22], [ZM; 23].
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