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Capitolul 1

Introducere

1.1 Scurt istoric

Un material poros este un material care conţine spaţii libere, regulate sau
neregulate, ı̂n structura sa. Aceste spaţii libere apar ı̂n masa materialului ca pori,
fisuri sau goluri. Porozitatea unui material este dată de totalitatea acestor spaţii
libere. În teoria elasticităţii mediilor poroase este luată ı̂n considerare şi fracţiunea de
volum, care reprezintă un grad de libertate suplimentar pentru fiecare microelement,
astfel, teoria elasticităţii mediilor poroase reprezintă o extindere a teoriei clasice a
elasticităţii. Termoelasticitatea se ocupă cu studiul stărilor de tensiune şi a
deformaţiilor produse sub acţiunea unui câmp termic. Unicitatea şi diferite alte
aspecte ale soluţiilor problemelor considerate ı̂n contextul elasticităţii şi
termoelasticităţii au fost studiate intens ı̂n ultimele decenii.

Conceptul de dublă porozitate a fost introdus pentru prima dată de Barenblatt şi
colab., [4] şi de Barenblatt, [3]. Materialele cu dublă porozitate au fost abordate
folosind diverse teorii. Pe baza teoria Cowin-Nunziato, [11], pentru materialele cu
goluri, Ieşan şi Quintanilla, [20], au dezvoltat o teorie neliniară pentru corpurile
termoelastice cu dublă porozitate, luând ı̂n considerare porii corpului, la nivel macro
şi fisurile matricei poroase, la nivel micro. Svanadze, [34], a obţinut câteva teoreme de
unicitate pentru materialele izotrope cu dublă porozitate. Problemele cu valori pe
frontieră ı̂n contextul termoelasticităţii corpurilor dipolare au fost studiate de Marin
şi Crăciun, [25], şi Marin şi colab., [23]. Florea, [14], a publicat unele studii pentru
problemele ı̂napoi ı̂n timp ale acestui tip de materiale. Florea şi Bobe, [15], au
abordat teoria Moore-Gibson-Thompson ı̂n contextul corpurilor cu dublă porozitate.

Mulţi cercetători şi-au arătat interesul pentru teoria termoelasticităţii
Green-Lindsay, datorită faptului că această teorie ia ı̂n considerare şi rata
temperaturii, ca variabilă constitutivă şi permite propagarea undelor la viteze finite.
Acest tip de teorie a fost abordat din punctul de vedere al termoelasticităţii clasice de
către Green şi Lindsay, [16], din punctul de vedere al solidului termoelastic de către
Nieto şi colab., [30], din punctul de vedere al termovâscoelasticităţii de către Aouadi
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şi colab., [2] şi din punctul de vedere al termoelasticităţii corpurilor dipolare de către
Marin şi colab., [26].

Ieşan şi Quintanilla, [19], au dezvoltat teoria liniară a termoelasticităţii cu
microtemperaturi pentru materiale cu structură interioară. În această teorie,
particulele materialelor, pe lângă deplasarea clasică şi câmpurile de temperatură,
posedă microtemperaturi. Marin şi colab., [24], au obţinut rezultate legate de
existenţa şi unicitatea soluţiei ı̂n teoria corpurilor termoelastice micropolare ale căror
microparticule posedă microtemperaturi, transformând problema mixtă cu valori
iniţiale şi pe frontieră ı̂ntr-o ecuaţie de evoluţie temporală pe un spaţiu Hilbert.
Bazzara şi colab., [5], au utilizat teoria semigrupului de operatori pentru diferite
medii din mecanica continuă.

Svanadze, [33], a studiat conceptul de porozitate triplă, unde se consideră pori la
nivel macro, mezo şi micro.

Aplicaţiile materialelor cu dublă porozitate se răspândesc ı̂ntr-o gamă largă de
domenii, cum ar fi: inginerie civilă şi geotehnică, biomecanică, seismologie,
geomagnetism şi geodezie, producţie de energie şi inginerie petrolieră.

1.2 Scopul şi obiectivele cercetării

În prezenta teză de doctorat, ı̂mi propun să cercetez şi să obţin noi rezultate
referitoare la:

1. Unicitatea soluţiei problemei mixte pentru materialele termoelastice cu dublă
porozitate;

2. Unicitatea soluţiei problemei mixte pentru materialele termoelastice cu dublă
porozitate, ı̂n contextul termoelasticităţii Green-Lindsay;

3. Unicitatea soluţiei problemei mixte pentru materialele termoelastice cu dublă
porozitate, când se ia ı̂n calcul influenţa microtemperaturii.

Fiecare dintre cele trei studii enumerate anterior va reprezenta câte un capitol al
tezei de doctorat, conţinând rezultate originale. Alături de cele trei capitole
menţionate mai sus, prezenta teză de doctorat va include un capitol introductiv, un
capitol conţinând preliminariile studiului, un capitol reprezentând concluziile
studiului şi o listă bibliografică.

1.3 Mulţumiri

Adresez mulţumiri conducătorului meu de doctorat, prof. univ. dr. Eduard -
Marius Crăciun, care mi-a oferit ı̂ndrumare, ı̂ncurajare şi sprijin pe tot parcursul
anilor de studii doctorale.

De asemenea, aduc mulţumiri tuturor profesorilor cu care am colaborat ı̂n
perioada de pregătire a tezei de doctorat şi care au contribuit la formarea mea.
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Această lucrare a fost realizată ı̂n cadrul proiectului Excelenţa academică şi valori
antreprenoriale - sistem de burse pentru asigurarea oportunităţilor de formare şi
dezvoltare a competenţelor antreprenoriale ale doctoranzilor şi postdoctoranzilor
(ANTREPRENORDOC), cofinanţat din Fondul Social European prin Programul
Operaţional Capital Uman, 2014-2020, Contract nr. 36355/23.05.2019
POCU/380/6/13 - Cod SMIS: 123847.
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Capitolul 2

Preliminarii

Rezultatele orginiale ale prezentei teze de doctorat sunt incluse ı̂n Capitolele 3, 4
şi 5, astfel: Capitolul 3 conţine rezultate de unicitate a soluţiei problemei mixte
pentru materialele termoelastice cu dublă porozitate; Capitolul 4 conţine rezultate de
unicitate a soluţiei problemei mixte pentru materialele termoelastice cu dublă
porozitate, ı̂n contextul termoelasticităţii Green-Lindsay; Cpitolul 5 conţine rezultate
de unicitate a soluţiei problemei mixte pentru materialele termoelastice cu dublă
porozitate, când se ia ı̂n calcul influenţa microtemperaturii.

În Capitolele 3 şi 4 am utilizat Teorema lui Betti, [6], [7].
În Capitolul 4 am utilizat transformata Laplace, proprietatea de derivare a

originalului şi imaginea produsului de convoluţie, [32], [29].
În Capitolul 5 am utilizat teoria semigrupului de contracţii, Teorema Hille-Yosida,

noţiunea de operator disipativ şi Corolarul Lumer-Phillips [31].
Astfel, ı̂n capitolul de faţă, am definit, enunţat şi prezentat rezultatele menţionate

mai sus, aparţinând altor autori, care mi-au fost necesare şi pe care le-am folosit
pentru obţinerea propriilor rezultate.
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Capitolul 3

Câteva rezultate de unicitate

pentru materialele termoelastice

cu dublă porozitate

Scopul principal al prezentului capitol este obţinerea unor noi rezultate cu privire
la unicitatea soluţiei problemei mixte cu valori iniţiale şi pe frontieră pentru
materialele termoelastice anizotrope cu dublă porozitate.

Astfel, ı̂n Capitolul 3, am inclus câteva noi rezultate referitoare la unicitatea
soluţiei problemei mixte pentru materialele termoelastice cu dublă porozitate. Acest
capitol este alcătuit din două subcapitole, după cum urmează:

În Subcapitolul 3.1 am prezentat ecuaţiile de bază ce modelează materialele
termoelastice cu dublă porozitate, respectiv ecuaţiile de mişcare, ecuaţiile de
echilibru, ecuaţia energiei şi ecuaţiile constitutive. Din ecuaţiile de bază, am obţinut
problema mixtă corespunzătoare acestui tip de structură, constând ı̂ntr-un sistem de
ecuaţii diferenţiale, alături de condiţiile iniţiale şi condiţiile pe frontieră şi am stabilit
ipotezele necesare demonstrării unicităţii soluţiei problemei mixte considerate.

În Subcapitolul 3.2 am prezentat rezultatele principale ale capitolului. În prima
parte a subcapitolului, am introdus două funcţii pentru care, ı̂n Teorema 3.2.1, am
demonstrat o identitate corespunzătoare diferenţei dintre ele. În Teorema 3.2.2, am
găsit alte două expresii pentru cele două funcţii introduse. Pe baza Teoremelor 3.2.1
şi 3.2.2, am demonstrat un prim rezultat privind unicitatea soluţiei problemei mixte
prezentate ı̂n Subcapitolul 3.1. Mai concret, ı̂n Teorema 3.2.3, am demonstrat că
problema mixtă constând ı̂n sistemul de ecuaţii diferenţiale, satisfacând condiţiile
iniţiale şi pe frontieră şi ipotezele impuse ı̂n Subcapitolul 3.1, admite cel mult o
soluţie. În scopul obţinerii unui nou rezultat de unicitate a soluţiei problemei mixte
considerate ı̂n Subcapitolul 3.1, am introdus două noi funcţii, continue ı̂n timp, am
definit produsul lor de convoluţie, am considerat două sisteme de ı̂ncărcări externe cu
mulţimea soluţiilor corespunzătoare lor şi, ı̂n Lema 3.2.4, am obţinut o relaţie de
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comutativitate cu ajutorul produsului de convoluţie definit. Pornind de la Lema
3.2.4, ı̂n Teorema 3.2.5, am demonstrat o relaţie de reciprocitate de tip Betti, [6], [7],
care stabileşte o legatură ı̂ntre cele două sisteme de ı̂ncărcări externe considerate şi
soluţiile ı̂ncărcărilor respective, apoi am demonstrat o relaţie diferenţială a carei
expresie am inclus-o ı̂n Lema 3.2.6. În final, utilizând Lema 3.2.6 şi Teorema 3.2.5, ı̂n
Teorema 3.2.7, am demonstrat un nou rezultat privind unicitatea soluţiei problemei
mixte constând ı̂n sistemul de ecuaţii diferenţiale, satisfăcând condiţiile iniţiale şi pe
frontieră şi ipotezele considerate ı̂n Subcapitolul 3.1, incluzând, ı̂n plus, condiţia ca
tensorul de conductibilitate termică să fie pozitiv definit.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate ı̂n lucrarea A.N. Emin, O.A. Florea,
E.M. Crăciun, [13].
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Capitolul 4

Termoelasticitatea

Green-Lindsay pentru

materialele cu dublă porozitate

Scopul principal al prezentului capitol este obţinerea unor noi rezultate cu privire
la unicitatea soluţiei problemei mixte cu valori iniţiale şi pe frontieră pentru
materialele termoelasice cu dublă porozitate, pornind de la teoria clasică a
elasticităţii Green-Lindsay, [16].

Astfel, ı̂n Capitolul 4, am inclus câteva noi rezultate referitoare la unicitatea
soluţiei problemei mixte pentru materialele termoelastice cu dublă porozitate, ı̂n
contextul termoelasticităţii Green-Lindsay, [16]. Acest capitol este alcătuit din două
subcapitole, după cum urmează:

În Subcapitolul 4.1 am prezentat ecuaţiile de bază ce modelează materialele
termoelastice cu dublă porozitate folosind termoelasticitatea Green-Lindsay, [16],
respectiv componentele fluxului de căldură, ecuaţiile de mişcare, ecuaţiile de
echilibru, ecuaţia energiei şi ecuaţiile constitutive. Din ecuaţiile constitutive şi
componentele fluxului de căldură am obţinut forma pătratică a energiei libere
generalizate. Am prezentat problema mixtă corespunzătoare acestui tip de structură
constând ı̂n ecuaţiile de mişcare, ecuaţiile de echilibru, ecuaţia energiei şi ecuaţiile
constitutive, alături de condiţiile iniţiale şi condiţiile pe frontieră.

În Subcapitolul 4.2 am prezentat rezultatele principale ale capitolului. În prima
parte a subcapitolului, am considerat două sisteme de ı̂ncărcări externe care
acţionează asupra corpului cu dublă porozitate şi stările termoelastice
corespunzătoare lor. Am introdus două funcţii pentru care am definit produsul de
convoluţie. Aplicând transformata Laplace, [32], [29] şi utilizând proprietatea de
derivare a originalulului, [32], [29], ı̂n Teorema 4.2.1, cu ajutorul produsului de
convoluţie definit, am demonstrat o relaţie de reciprocitate de tip Betti, [6], [7], ı̂ntre
cele două sisteme de ı̂ncărcări externe. În continuare, am folosit funcţia energie
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propusă de Biot, [8] şi funcţia scalară exprimată de Green şi Lindsay, [16], obţinând
astfel forma pătratică a funcţiei energie conform lui Biot. Utilizând rezultatul
Teoremei 4.2.1 şi forma pătratică a funcţiei energie conform lui Biot, ı̂n Teorema
4.2.2, am gasit forma energiei ı̂n contextul Green-Lindsay, [16], pentru materialele cu
dublă porozitate. În final, ı̂n Teorema 4.2.3, utilizând Teorema 4.2.2, am demonstrat
că problema mixtă, prezentată ı̂n Subcapitolul 4.1, admite cel mult o soluţie, dacă
forma pătratică a funcţiei energie conform lui Biot este pozitiv definită.

Rezultatele acestui capitol au fost publicate ı̂n lucrarea A.N. Emin, O.A. Florea
[12].
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Capitolul 5

Efectele microtemperaturii

asupra materialelor

termoelastice cu dublă

porozitate

Scopul principal al prezentului capitol este obţinerea unor noi rezultate cu privire
la unicitatea, existenţa şi dependenţa continuă a soluţiei problemei mixte cu valori
iniţiale şi pe frontieră, când se ia ı̂n considerare influenţa microtemperaturii.

Astfel, ı̂n Capitolul 5, am inclus câteva noi rezultate referitoare la unicitatea,
existenţa şi dependenţa continuă a soluţiei problemei mixte pentru materialele
termoelastice cu dublă porozitate, când se ia ı̂n calcul influenţa microtemperaturii.
Acest capitol este alcătuit din două subcapitole, după cum urmează:

În Subcapitolul 5.1 am prezentat ecuaţiile de bază ce modelează materialele
termoelastice anizotrope cu dublă porozitate şi microtemperaturi, respectiv
deplasarea termică introdusă de Green şi Naghdi, [17], deplasarea microtermică,
ecuaţiile de mişcare, ecuaţiile de echilibru şi ecuaţiile energiei ţinând seama de
microtemperaturi. Am definit forma pătratică a energiei interne ı̂n contextul
termoelasticităţii liniare, pe care am considerat-o pozitiv definită. Din forma
pătratică a energiei interne, pe baza metodei Ieşan, [21], am obţinut ecuaţiile
constitutive. Din ecuaţiile constitutive, ecuaţiile de mişcare, ecuaţiile de echilibru şi
ecuaţiile energiei, am obţinut problema mixtă pentru materialele termoleastice cu
dublă porozitate şi microtemperaturi, constând ı̂ntr-un sistem de ecuaţii diferenţiale,
alături de condiţiile iniţiale şi condiţiile pe frontieră şi am stabilit ipotezele necesare
demonstrării rezultatelor dorite.

În Subcapitolul 5.2 am prezentat rezultatele principale ale capitolului. Pentru
obţinerea unui rezultat de unicitate a problemei mixte prezentate ı̂n Subcapitolul 5.1,
am dedus un rezultat auxiliar. Astfel, ı̂n Lema 5.2.1, am obţinut expresia deformării
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unui material termoelastic cu dublă porozitate şi microtemperaturi. Cu ajutorul
Lemei 5.2.1 şi ţinând seama de ipotezele considerate ı̂n Subcapitolul 5.1, am
demonstrat, ı̂n Teorema 5.2.2, un rezultat privind unicitatea soluţiei problemei mixte
cu valori iniţiale şi pe frontieră când se ia ı̂n calcul influenţa microtemperaturii.
Pentru studiul existenţei soluţiei, datorită complexităţii sistemului de ecuaţii
diferenţiale care, ı̂mpreună cu condiţiile iniţiale şi condiţiile pe frontieră, constituie
problema mixtă, am transformat problema mixtă ı̂ntr-o problemă de tip Cauchy. În
acest sens, am limitat studiul la cazul ı̂n care condiţiile pe frontieră sunt nule şi am
definit un spaţiu Hilbert, [9], [31], [27], [28], [1], pe care am considerat o ecuaţie de
evoluţie şi două funcţii vectoriale pentru care am definit produsul scalar. Pe baza
primei inegalităţi a lui Korn, [10], [18], [35], am demonstrat, ı̂n Teorema 5.2.3, că
norma produsului scalar al celor două funcţii vectoriale introduse este echivalentă cu
norma spaţiului Hilbert definit. Din sistemul de ecuaţii diferenţiale obţinut ı̂n
Subcapitolul 5.1, utilizând procedura prezentată de Ieşan, [21], am extras operatorii
pe baza cărora am introdus un operator matriceal. În Teorema 5.2.4, am demonstrat
că operatorul matriceal introdus este disipativ. În Teorema 5.2.5, utilizând operatorul
matriceal introdus şi aplicând Teorema Lax-Milgram, [9], [36], [31], am asigurat
existenţa soluţiei problemei Cauchy. Prin Teoremele 5.2.4 şi 5.2.5 am arătat că
operatorul matriceal introdus ı̂ndeplineşte condiţiile Corolarului Lumer-Phillips, [31],
corespunzător Teoremei Hille-Yosida, [31], astfel că, ı̂n Teorema 5.2.6, am putut
demonstra că operatorul introdus genereză un semigrup de contracţii, [31], pe spaţiul
Hilbert definit anterior. În final, pe baza Teoremei 5.2.6, am demonstrat, ı̂n Teorema
5.2.7, că soluţia problemei Cauchy considerate este unică, iar ı̂n Teorema 5.2.8,
utilizând Corolarul Lumer-Phillips, [31], am demonstrat dependenţa continuă a
soluţiei problemei Cauchy considerate. În Teoremele 5.2.5 - 5.2.8 am ţinut seama de
ipotezele considerate ı̂n Subcapitolul 5.1.

10



Capitolul 6

Concluzii

6.1 Structura tezei de doctorat

Ţinând seama de scopul şi obiectivele cercetării (vezi Subcapitolul 1.2), am
structurat prezenta teză de doctorat, intitulată Noi abordări pentru mediile
termoelastice cu dublă porozitate, ı̂n şase capitole, urmate de o listă bibliografică
conţinând 111 titluri.

6.2 Rezultate originale

1. Studiul inclus ı̂n Capitolul 3, intitulat Câteva rezultate de unicitate pentru ma-
terialele termoelastice cu dublă porozitate, publicat ı̂n [13],

2. Studiul inclus ı̂n Capitolul 4, intitulat Termoelasticitatea Green-Lindsay pentru
materialele cu dublă porozitate, publicat ı̂n [12],

3. Studiul inclus ı̂n Capitolul 5, intitulat Efectele microtemperaturii asupra mate-
rialelor termoelastice cu dublă porozitate.

6.3 Rezultate diseminate

6.3.1 Articole publicate pe durata studiilor doctorale, incluse

ı̂n teza de doctorat

1. A. N. Emin, O. A. Florea, E. M. Crăciun, Some Uniqueness Results for
Thermoelastic Materials with Double Porosity Structure, Continuum Mechanics
and Thermodynamics, 33(4), 1083-1106, (2021),
https://doi.org/10.1007/s00161-020-00952-7, jurnal indexat ISI, vezi [13],

2. A. N. Emin, O. A. Florea, Green-Lindsay Thermoelasticity for Double Porous
Materials, Analele Ştiinţifice ale Universităţii Ovidius din Constanţa, Seria
Matematică, 31(1), 97-113, (2023), https://doi.org/10.2478/auom-2023-0005,
jurnal indexat ISI, vezi [12].
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6.3.2 Prezentarea rezultatelor cercetării ştiinţifice

� Students’ International Conference CERC, Bucureşti, 23-25 Aprilie

2019

Organizator: Academia Militară Tehnică ”Ferdinand I”, Bucureşti

� International Conference on Nonlinear Solid Mechanics, Roma, 16-19

Iunie 2019

Organizator: International Research Center on Mathematics and

Mechanics of Complex Systems of the University of L’Aquila

� Students’ International Conference CERC, Bucureşti, 06-07 Noiembrie

2020

Organizator: Academia Militară Tehnică ”Ferdinand I”, Bucureşti

� 4th International Conference of the Doctoral School TUIASI, Iaşi, 19-

21 Mai 2021

Organizator: Universitatea Tehnică ”Gheorghe Asachi” din Iaşi

� 12th International Conference TIMA21 - Innovative Technologies for

Joining Advanced Materials, Timişoara, 25-26 Noiembrie 2021

Organizator: Institutul Naţional de Cercetare - Dezvoltare ı̂n Sudură şi

Încercări de Materiale ISIM Timişoara

� Sesiunea de Comunicări Matematice, Constanţa, 11 Decembrie 2021

Organizator: Facultatea de Matematică şi Informatică, Universitatea

”Ovidius” din Constanţa

6.3.3 Premierea rezultatelor cercetării ştiinţifice

Următorul articol a fost premiat, ı̂n cadrul competiţiei naţionale ”Premierea rezul-
tatelor cercetării - UEFISCDI”:

� Some Uniqueness Results for Thermoelastic Materials with Double

Porosity Structure, Continuum Mechanics and Thermodynamics, PN-

III-P1-1.1-PRECISI-2021-61237, vezi [13]

6.4 Direcţii viitoare de cercetare

1. Noi rezultate de unicitate a soluţiei problemei mixte cu valori iniţiale şi pe
frontieră pentru materiale cu triplă porozitate.

2. Influenţa utilizării materialelor cu dublă şi triplă porozitate ı̂n proiectarea cor-
purilor plutitoare cu geometrie variabilă pentru catamarane.
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[18] Ieşan, D., A theory of thermoelastic materials with voids, Acta Mech.,
60, 67-89, (1986)

[19] Ieşan, D., Quintanilla, R., On a theory of thermoelasticity with mi-
crotemperatures, J. Therm. Stress., 23(3), 199-215, (2000)
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