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Capitolul 1

Introducere

1.1 Motivatie

Structurile algebrice joaca un rol important in multe aplicatii practice. Cripto-
grafia ([33]), teoria codurilor corectoare de erori ([30], [11]), inteligenta artificiala
([14]) sunt doar cateva exemple de astfel de aplicatii. Un interes special a fost sus-
citat recent de structurile algebrice numite ,,algebre”. Sub acest termen umbrela,
sunt incluse multe tipuri de structuri algebrice, fiind atat structuri algebrice defi-
nite ca module sau spatii vectoriale peste un corp, cum ar fi algebre obtinute prin
procesul Cayley Dickson ([41]), sau algebre logice, care sunt multimi inzestrate
cu anumite operatii, care respecta anumite axiome (unele exemple pot fi gasite
in [24], [25], [20], [7], [1]). Deci, pornind de la termenul ,algebra”, putem imparti
aceste structuri in mai multe clase, de unde si titlul acestei lucrari: ,,Clase speciale
de algebre”.

In dezvoltirile recente ale comunicatiilor fara fir, problema codificarii eficiente
a devenit din ce In ce mai complicata, mai ales dupa momentul introducerii co-
municarii prin antene multiple atat la transmitere, cat si la receptie (MIMO
Chanels). Primul astfel de cod, bazat pe algebre cu diviziune, a fost construit
de Alamouti in 1998 si prezentat in [2]. In articol, Alamouti foloseste algebra
cuaternionilor reali, luand reprezentarea acesteia peste un subcorp maximal (in
sensul incluziunii), si anume peste C, multimea numerelor complexe, construind
un Codebook cu toate propriettile necesare. In [37] se arata cum algebrele cu
diviziune pot fi instrumente importante in construirea codurilor pentru astfel de
situatii. Mai precis, se arata cum poate fi utilizata o clasa specifica de algebre cu
diviziune, algebre ciclice cu diviziune. In acest articol, algebrele cu diviziune sunt
presupuse a fi necomutative de la inceput, prin definitie. In [44] clasa algebre-
lor ciclice cu diviziune este restransa la algebrele de cuaternioni si bicuaternioni
generalizati. Desi acestea sunt cazuri particulare de algebre ciclice, ele au o pro-
prietate importanta. Au atasata o forma patratica care poate fi utilizata pentru a
determina cand o algebra este o algebra cu diviziune sau cand este una scindata,



lucru destul de dificil de determinat altfel. Desi acest articol vorbeste si despre
algebrele cu diviziune comutative, autorii spun ca sunt interesati doar de acele
algebre necomutative, motivul fiind simplu, prin constructie, aceste algebre cu di-
viziune necomutative au proprietatea de a produce matrici cu proprietatea fully
diverse, adica diferenta dintre oricare doua matrice are un determinant nenul.

In [38], se face un pas mai departe si sunt construite si studiate in termeni
de teoria codurilor, algebre neasociative. De asemenea, in acest articol, acele
elemente ale unei algebre care au un set mai bogat de proprietati sunt exploatate
intr-un mod interesant, cum ar fi nucleul algebrei non-asociative, adica toate acele
elemente care se asociaza cu orice alt element din algebra. Cu ajutorul acestora,
se arata cum se poate construi o reprezentare peste un subcorp maximal al unei
astfel de algebre, obtinand astfel coduri corectoare de erori.

Pe de alta parte, in [26] este prezentat un rezultat spectaculos, obtinerea unui
block-code binar pornind de la o algebra BCK. In acest articol, autorii lanseaza
o provocare intreband daca este posibila construirea unei algebre BCK dintr-un
block-code binar. Raspunzand provocarii, in [15] autorul construieste o algebra
BCK pornind de la codul binar utilizat in [26]]. Se constata ca cele doua algebre
BCK asociate cu acelasi cod sunt diferite si nu au proprietati comune. Astfel, se
stabileste o noua proprietate a doua algebre BCK, aceea de a fi ,,Code similar”.
Subiectul cu privire la conexiunile dintre codurile binare si algebrele BCK este,
de asemenea, dezvoltat in [39], iar in [5] autorii introduc block-code-uri n-are
atasate la algebre BCK. Plecand de la algebre BCK, s-au facut diverse genera-
lizari, rezultand in definirea unor noi tipuri de algebre logice: BE-algebre [28],
Dual BCK-algebre [29] si altele [23]. Pe de alta parte, au fost stabilite relatii
de echivalenta intre diferite alte clase de algebre logice si BCK-algebre. Pe baza
acestei cercetari, dar si a relatiilor de echivalenta intre diferite clase de algebre
logice, apare o intrebare: , Se pot atasa coduri corectoare de erori la alte tipuri de
algebre logice”? Un prim raspuns este dat in [31], unde autorul, folosindu-se de
echivalenta intre algebrele hilbert si algebrele BCK pozitiv implicative, ataseaza
coduri corectoare de erori binare algebrelor hilbert. Bazat pe aceasta extindere,
Ne-am dorit sa cercetam daca se pot atasa coduri binare si altor tipuri de al-
gebre logice. In acelasi timp, pornind de la raspunsurile gasite pentru aceasta
prima intrebare, au aparut si alte intrebari interesante: ,,Sunt aceste coduri uti-
lizabile in forma lor actuala”? ”Cine influenteaza pe cine? Codurile influenteaza
proprietatile algebrelor logice? Sau proprietatile algebrelor logice influenteaza,
in sens pozitiv, constructia codurilor bune?” | Putem gasi noi lucruri interesante
despre algebrele logice cercetand codurile atasate?” Si multe altele, care isi vor
gasi raspunsuri in paginile acestei lucrari.



1.2 Rezultate principale

In primul rand, mentionam ca rezultatele noi si originale ale acestei lucrari provin
din urmitoarele articole sau capitole de carte: [17], [18], [19], [42], [43]. In
plus fata de aceste rezultate, pentru o scurta introducere in lumea codurilor de
corectare a erorilor, cititorul poate consulta articolul [16].

1.2.1 Coduri atasate algebrelor Wajsberg si MV

Scopul lucrarii de fata este cercetarea unor clase de algebre si gasirea de noi
aplicatii ale acestora. In particular, observand rezultatele din [26] (prezentate
in 5.1), ne-am pus intrebarea daca acele rezultate pot fi transferate catre alte
clase de algebre logice, date fiind relatiile de echivalentd dintre ele. In [19],
am construit un aparat matematic similar cu cel din [26] si am atasat astfel,
algebrelor MV si Wajsberg, coduri corectoare de erori binare (vezi 5.2.1 si 5.2.2).
In cazul algebrelor MV, am construit si functia distanta atasata unui astfel de cod,
aratand ca ea este echivalenta cu distanta Hamming cunoscuta in cazul codurilor
(vezi 5.2.13). Dupa atasarea acestor coduri, am aratat ca, data fiind o algebra
BCK comutativa si marginita, impreuna cu algebrele asociate MV si Waisberg, se
obtine acelasi cod de corectare a erorilor (Teorema 5.2.25). Mai mult, am aratat
ca acest cod de corectare a erorilor binare actioneaza ca un sablon pe care putem
plasa oricare dintre cele trei tipuri de algebre (vezi 5.2.27).

1.2.2 Numarul de algebre Wajsberg si reprezentarea lor

Studiind codurile atasate algebrelor MV si Wajsberg, am gasit o modalitate
simpla de a numara algebrele Wajsberg de un anumit ordin n, folosind des-
compunerile unice in factori ale lui n (teorema 4.2.7), teorema prezentata si in
[19]). Se punea acum problema daca putem gasi o modalitate simpla, mai simpla
decat cele existente deja, de a construi algebre Wajsberg de un anumit ordin
n. Folosind unele rezultate existente despre algebrele MV (Propozitia 4.1.8), am
introdus o teorema de reprezentare pentru algebrele Wajsberg (Teorema 4.2.8),
prezentata si in [17]. Necesitatea construirii acestor algebre venea, printre altele,
din nevoia de a obtine exemple de algebre BCK comutative si marginite, prin
intermediul carora sa fie transferate, la algebre MV, codurile corectoare de erori.
In [17], am introdus o astfel de metoda de construire a algebrelor Wajsberg de
un anumit ordin n (Observatia 4.3.1) si, ca exemplu, am construit toate algebrele
Wajsberg de ordinul n, cu n < 9. Am aratat astfel ca pentru ordinul n, cu n
prim, avem o singura algebra Wajsberg, o algebra care este total ordonata (pana
la un izomorfism). In particular, pentru ordinele 2, 3, 5, 7, avem o algebra Wajs-
berg total ordonata (pana la un izomorfism). Pentru ordinele 4 (Sectiunea 4.4.1),
6 si 9, avem 2 algebre Wajsberg, una total ordonata si una partial ordonata,
pand la un izomorfism. In ceea ce priveste toate algebrele Wajsberg de ordinul 6,



acestea sunt 25 (Sectiunea 4.4.2). Pentru ordinul 9, avem 5040 algebre Wajsberg
(sectiunea 4.4.4). Pentru ordinul 8, avem trei algebre Wajsberg, pana la un izo-
morfism, una total ordonata si doua partial ordonate. In totalitate, acestea sunt
1441 algebre Wajsberg de ordinul 8 (Sectiunea 4.4.3).

1.2.3 Algoritm pentru constructia algebrelor BCK comu-
tative si marginite

Pornind de la algoritmul de constructie al algebrelor Wajsberg (Observatia 4.3.1),
introdus in [17], si de la relatia de echivalenta dintre algebre Wajsberg si algebre
BCK comutative si marginite, am introdus in [18] un algoritm de constructie
pentru algebre BCK comutative si marginite (vezi sectiunea 4.5). De asemenea,
am prezentat cateva exemple de astfel de algebre obtinute cu acest algoritm (a
se vedea sectiunea 4.6).

1.2.4 Noi modalitati de a construi algebre BCK

In timpul cercetarilor privind codurile atasate algebrelor logice, a devenit din ce
in ce mai clar ca avem nevoie de cat mai multe exemple de algebre BCK. Lite-
ratura existenta ofera putine astfel de exemple, subiectul construirii algebrelor
BCK fiind unul foarte actual si de mare interes. Printre sursele bibliografice cu
exemple de algebre BCK mentionam: [34], care prezinta algebre BCK pana la
ordinul 5, construite folosind sistemul axiomatic al algebrelor BCK, [13], in care
sunt construite algebre BCI pana la ordinul 4, folosind relatia de ordine existenta
pe o astfel de algebra si [27], In care se construieste o algebra BCK de ordinul
16, pornind de la o algebra BCK de ordinul 2, folosind variabilele existente in
sistemul logic neutrosofic . O alta modalitate cunoscuta de a obtine exemple de
algebre BCI sau BCK este prin utilizarea extinderilor de la algebre de ordinul n
la algebre de ordinul n + 1. In cazul algebrelor BCK, singura extindere cunos-
cuta este extinderea Iseki, prezentata in sectiunea 3.2.4. Problema cu aceasta
extindere este ca algebrele obtinute pierd proprietatea de comutativitate, in ca-
zul In care algebra sursa avea aceasta proprietate. Asadar, am vrut nu doar sa
obtinem exemple de algebre BCK, ci si sa obtinem exemple de algebre BCK care
au anumite proprietati. Un prim rezultat este introducerea a doua noi extin-
deri pentru algebre BCK, extinderea Pseudo-Iseki (Sectiunea 3.3.1) si extinderea
prin involutii (Sectiunea 3.3.3), rezultate prezentate si in [42]. Prin extinderea
pseudo-Iseki, se pot obtine algebre de ordin superior cu proprietatile algebrei
sursa, mai putin proprietatea de a fi marginita. Pe de alta parte, prin extinderea
prin involutii, obtinem algebre BCK marginite si comutative de ordinul n+1, din
algebre BCK comutative de ordinul n. Cu toate acestea, in acest caz, proprieta-
tea unei algebre BCK de a fi pozitiv implicativa dispare in unele cazuri. Un al
doilea rezultat a fost prezentat in [43] si consta In introducerea unui proces gene-



ralizat de extindere pentru algebre BCK, numit , constructia generalizata Iseki”
pentru algebre BCK. In acelasi timp, am aratat ca extinderea Iseki si extinde-
rea pseudo-Iseki sunt cazuri particulare ale acestui proces (a se vedea sectiunea
3.3.2). De asemenea, in [43], pornind de la exemplul din [27], am analizat in
detaliu comportamentul elementelor unei algebre BCK pozitiv implicative si am
introdus noi relatii valide pentru acest tip de algebre BCK (Teorema 3.4.1). Pe
baza acestei teoreme, am construit o algebra BCK pozitiv implicativa de ordinul
6 (Propozitia 3.4.6) si una de ordinul 14 (Propozitia 3.4.8).

1.2.5 Arbori BCK

Pornind de la constructia algebrelor BCK, folosind definitia lor, am observat ca
exista trei algebre BCK de ordinul 3, pana la un izomorfism. De fapt, acestea
sunt 5, primele 4 fiind izomorfe doua cate doua (vezi sectiunea 3.2.1). Folosind
aceasta observatie, dar si faptul ca orice BCK-algebra de ordinul n contine o
BCK-algebra de ordinul n — 1, am obtinut rezultate interesante cu privire la
structura clasei de algebre BCK. Un astfel de rezultat este ca orice algebra BCK
de ordinul n contine o algebra BCK de ordinul 3 (Propozitia 3.5.3) si ca, prin
urmare, putem construi algebre de ordin n prin extinderi succesive de la ordinul
3 la ordinul n. Structura astfel creata este un grafic format din trei arbori, arbori
pe care i-am denumit arbori BCK (Definitia 3.5.8). Interesant despre acesti
arbori, este faptul ca fiecare contine algebre BCK cu o anumita proprietate. In
acelasi timp, acesti arbori nu sunt independenti, ei avand puncte de intersectie
(Observatia 3.5.9) reprezentate de algebre BCK izomorfe (Observatia 3.5.10). La
fiecare astfel de punct de intersectie, algebrele BCK 1isi pierd una sau mai multe
proprietati. Aceste rezultate au fost prezentate si in [42].

1.2.6 Algoritm computerizat pentru generarea algebrelor
BCK

Pentru a obtine cat mai multe exemple de algebre BCK, pe baza rezultatelor
mentionate anterior, am scris un program care genereaza algebre BCK de un
anumit ordin. Programul este scris in limbajul de programare Python ([45]), dar
poate fi usor transferat in orice alt limbaj de programare. Programul genereaza
algebre BCK pana la ordinul 6, intr-un timp rezonabil (detaliile pot fi gasite in
sectiunea 6.2). Algoritmul incepe de la cele trei algebre BCK de ordinul 3 (vezi
Sectiunea 3.2.1) si genereaza cei trei arbori BCK (vezi Sectiunea 3.5.2) pana
la ordinul solicitat. Tehnica utilizata este similara cu tehnica de parcurgere in
adancime utilizata in cazul grafurilor (a se vedea [47] Pagina 191). Pentru a
genera o BCK-algebra de ordinul n, algoritmul ia tabelul unei BCK-algebra de
ordinul n—1 si i adauga un rand nou si o noua coloana, obtinand astfel un tabel cu
n randuri si n coloane. Capetele liniei si coloanei sunt fixate de axiomele definitiei
algebrelor BCK. Astfel, raman (n —2) pozitii pe noul rand si noua coloana carora
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li se pot da valori intre 0 si (n — 1). Iterativ, algoritmul da valori acestor pozitii,
incepand de la 0 si mergand la (n — 1), obtinand la fiecare pas un nou tabel cu n
randuri si n coloane. Algoritmul verifica, la fiecare atribuire, sa nu dea valoarea
0 in acelasi timp pozitiilor corespondente din tabel, pentru a respecta axioma 4
din definitia algebrelor BCK. Pentru fiecare tabel astfel generat, se verifica daca
indeplineste axioma 1 din definitia algebrelor BCK, celelalte patru fiind respectate
din constructie. Daca se identifica o algebra BCK, algoritmul verifica si care sunt
proprietatile sale. Prin urmare, programul isi dovedeste utilitatea nu numai in
generarea de exemple, ci si in verificarea daca un anumit tabel poate reprezenta o
algebra BCK sau in verificarea proprietatilor unei algebre BCK. Avand in vedere
echivalentele dintre algebre BCK si alte tipuri de algebre, programul poate fi
extins pentru a lucra cu alte tipuri de algebre si chiar pentru a efectua conversii
intre diferite tipuri de algebre logice. Pana in prezent, nu avem cunostinta de
existenta unui program similar. Complexitatea unui astfel de algoritm a fost
discutata pentru prima data in [42], unde am aratat ca numarul de tabele care
trebuie verificate pentru a gasi algebre BCK, atunci cand facem tranzitia de la
ordinul n — 1 la ordinul n, este (n®=%)%? — (2"=2 — 1) (Propozitia 3.5.1) si ca
numarul total de tabele care trebuie verificat pentru toate ordinele de la 2 la
n este [T, (17%)? — (2= — 1) (Propozitia 3.5.2). Din aceste calcule, a fost
usor s& vedem ci avem de-a face cu o complexitate de O((n("2)?), ceea ce ne-a
aratat ca aceasta activitate este destul de dificila chiar si de la ordine mici ( a se
vedea sectiunea 3.5). Totusi, algoritmul reuseste sa genereze, in cateva secunde,
algebre BCK pana la ordinul 5. Pentru ordinul 6, este nevoie de aproape o ora.
Cu toate acestea, acesta este un pas inainte, deoarece, in afara de cateva exemple
disparate, literatura nu continea exemple de algebre BCK mai mari de ordinul 5.
Prin programul rezultat, am obtinut toate algebrele de ordinul 6 si chiar unele
de ordin 7. Algoritmul in detaliu, precum si codul sursa au fost prezentate in
[43]. Fiind o prima varianta a unui astfel de algoritm, este evident ca se pot
face imbunatatiri. O prima imbunatatire pe care am facut-o a fost paralelizarea
procesului de generare a arborilor BCK. Astfel, daca un computer are 3 sau mai
multe nuclee de procesor, fiecare arbore BCK va fi generat folosind unul dintre
aceste nuclee. In versiunea secventiala, primul arbore BCK este generat mai intai,
apoi al doilea si, in final, al treilea. O imbunatatire care ar putea fi adusa acestui
program este introducerea unui sistem de stocare a algebrelor generate. Astfel,
in loc sa genereze toate algebrele pana la ordinul n la fiecare rulare, ar putea
genera doar cele lipsa. O alta imbunatatire ar putea fi schimbarea limbajului
de programare intr-unul mai rapid, Python fiind recunoscut ca un limbaj lent.
Aceste imbunatatiri vor face obiectul unor cercetari ulterioare.

Nu in ultimul rand, algoritmul de generare ar putea fi paralelizat la nivelul
tabelelor, astfel incat generarea tabelelor si chiar verificarea axiomei 1, sa fie
facute in paralel.



1.3 Structura lucrarii

Dupa un capitol de preliminarii (Capitolul 2), in care il familiarizam pe cititor
cu conceptele utilizate pe tot parcursul lucrarii, incepem calatoria in lumea al-
gebrelor cu un prim capitol (Capitolul 3), despre BCK-algebre. In acest capitol,
vom vedea cum, pornind de la studii despre codurile atasate algebrelor BCK, s-au
descoperit noi rezultate despre algebrele BCK si despre structura acestei clase de
algebre. Capitolul va prezenta rezultatele din [42] si [43]. Se aratd ca structura
clasei de algebre BCK este formata din 3 arbori, fiecare arbore avand algebre
cu o anumita proprietate (Sectiunea 3.5.2). Acesti arbori nu sunt independenti
(Observatia 3.5.9). Au puncte de intersectie. Aceste puncte de intersectie sunt
reprezentate de algebre BCK izomorfe intre ele (Observatia 3.5.10). Interesant
este ca in aceste puncte de intersectie, algebrele BCK isi pierd din proprietati.
In acelasi timp, sunt introduse noi extinderi pentru algebre BCK (sectiunea 3.3)
si noi identitati valabile pentru algebre BCK pozitiv implicative (teorema 3.4.1).
Scopul capitolului este de a gasi noi modalitati de a construi algebre BCK de
ordin superior, incepand de la algebre BCK de ordin mic. Stabilirea acestor re-
zultate s-a bazat si pe utilizarea unui algoritm computerizat pentru generarea de
algebre BCK, un algoritm construit de autor si prezentat in [43], inclus ca un
capitol separat in aceasta lucrare (vezi Capitolul 6).

In capitolul urmétor, (Capitolul 4 ), sunt prezentate noi rezultate despre al-
gebre Wajsberg. Un loc important il ocupa teorema de reprezentare a algebrelor
Wajsberg (teorema 4.2.8) si algoritmul de constructie a algebrelor Wajsberg bazat
pe aceasta teorema (Observatia 4.3.1). Aceste rezultate sunt, de asemenea, pro-
dusul studierii codurilor binare atasate algebrelor logice. De asemenea, in acest
capitol, folosind echivalenta dintre algebre BCK comutative si marginite cu alge-
bre Wajsberg, prezentam un algoritm pentru construirea algebrelor BCK comu-
tative si marginite, acesta fiind un alt mod de a construi algebre BCK (Sectiunea
4.5). In finalul capitolului, ca exemplificare a algoritmului de constructie a alge-
brelor Wajsberg, sunt prezentate algebrele Wajsberg de ordin n cu n < 9, precum
si constructia unor algebre BCK marginite si comutative pornind de la algebre
Wajsberg. Rezultatele prezentate sunt din [17], cele legate de algebrele Wajsberg,
precum si din [18], cele legate de algebrele BCK comutative si marginite.

In capitolul 5, codurile atasate algebrelor BCK, bazate pe [26] si [15], sunt
prezentate ca o introducere (Sectiunea 5.1). Dupa, in sectiunile urmatoare, sunt
prezentate codurile atasate algebrelor Wajsberg si algebrelor MV, precum si re-
zultatele despre proprietatile acestor coduri (sectiunile 5.2.1 si 5.2.2). Aceste
rezultate au fost prezentate mai intai in [19].

Ultimul capitol (Capitolul 6) prezinta in detaliu algoritmul computerizat pen-
tru generarea algebrelor BCK, precum si proprietatile acestuia. In aceasti lu-
crare, am inclus un apendice, Anexa A, care prezinta toate algebrele BCK de
ordinul n, cu n < 5 din cel de-al treilea arbore BCK. Desigur, lucrarea nu ar
putea fi finalizata fara un capitol de concluzii, In care vom prezenta concluziile



noastre si diverse posibilitati pentru cercetari ulterioare pe aceasta tema.

Cuvinte cheie: Algebre BCK, Algebre MV, Algebre Wajsberg, Arbori BCK,
Extinderi BCK, Algoritm computerizat pentru algebre BCK, Coduri corectoare
de erori binare.
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